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摘 要

摘 要

由于量子计算机在特定问题上的求解速度远超经典计算机，且经典计算机

的芯片加工尺度接近原子尺寸，摩尔定律逐渐失效，人们开始将目光转向量子计

算。基于超导电路的量子计算易于控制和扩展，且便于结合成熟的半导体工艺进

行微纳加工，因此近年来相较于光学、离子阱等其他体系，得到了更加快速和广

泛的发展，且成功实现量子计算优越性验证。

本文以原子物理和量子力学的学科知识为基础，从原子物理课程中的量子

隧穿原理出发，推导得出约瑟夫森关系，并进一步引申到前沿的超导量子计算

中。本文调研了近年来 Transmon和 Fluxonium等超导量子比特的设计思路，并
根据其哈密顿量计算能级差分析非谐性和引入的其他噪声影响等，最后介绍了

一些超导量子比特的微纳加工工艺，也即作者在课题组中的学习和工作内容。

本文的第一章主要介绍量子计算的概念和发展过程，第二章从量子隧穿效

应出发，主要介绍超导量子比特的原理，即约瑟夫森关系和 LC振荡电路的量子
化，第三章主要介绍超导量子比特的多种设计方式，并从哈密顿量出发，计算数

据分析得出各自的优劣，第四章简要介绍了超导量子比特的制备工艺流程。

关键词：量子隧穿；超导；量子计算；量子比特；
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符 号 说 明

符 号 说 明

𝐽 , J𝑥 一维概率流密度

J𝑒 一维电流密度，值为 𝑒𝑁J𝑥

J𝑐 约瑟夫森结临界电流密度

𝜙 库珀对相位（2.1节），库珀对相位差（2.2节及以后）

𝛷0 磁通量子，值为 ℎ
2𝑒

𝐸𝐶 一个电子在电容器上所产生的能量，值为 𝑒2

2𝐶

𝐸𝐿 一个磁通量子在电感上所产生的能量，值为 ℏ2

4𝑒2𝐿

𝐼𝑐 约瑟夫森结临界电流

𝐿𝐽 约瑟夫森结的电感

𝐸𝐽 约瑟夫森结所存储的势能，值为 𝛷0𝐼𝑐
2𝜋

𝜔 振荡频率

𝜔𝑛→𝑚 |𝑛⟩ → |𝑚⟩的振荡频率差

𝛷𝑒𝑥𝑡 外部磁场的磁通量

𝜉 重整化的 x，值为 𝐶𝜔
ℏ 𝑥

𝐻𝑛(𝑥) 厄密多项式，部分值可参见 A.2

𝜆 𝐸𝐶 与 𝐸𝐽 的比值，𝜆 = 𝐸𝐶
𝐸𝐽



第 1章 背景信息与发展情况

第 1章 背景信息与发展情况

1.1 量子计算的背景

1.1.1 早期发展：复杂性理论和量子算法

• Paul Benioff & Feynman:提出量子计算概念（1980-1981）[1-2]

• David Deutsch:提出量子图灵机模型（1985) [3]

• Andrew Yao:证明量子图灵机与量子线路模型等价（1993）[4]

• Peter Shor:提出指数级加速大数分解的量子算法（1994）[5]

• Lov Grover:提出平方倍加速的量子搜索算法（1996）[6]

在上世纪 80年代到本世纪初，量子计算的发展基本为复杂度理论和算法的
研究，主要在理论层面证明基于量子力学原理可以构建计算机，并在特定问题上

展现出超越经典计算机的能力。但硬件实现方面发展较为缓慢。

1.1.2 当代发展：Supremacy and NISQ

图 1.1 量子计算发展阶段
[7]

随着超导（Zuchongzhi [8-10] &Sycamore [11]①）和光量子（Jiuzhang [13-14]）两

种体系量子计算优越性的物理实现，量子计算进入 NISQ阶段,特点是 [15]

• 量子比特数目在 50到几百
• 噪声的影响仍然很大
• 量子纠错困难且成本大
• 重点在于发展门容错率更高的量子器件

①中国科学院理论物理研究所研究员张潘和博士生潘峰、周鹏飞、李素洁提出了一种新的张量网络缩并
方法，利用矩阵乘积态表述张量网络缩并中所产生的中间张量并用密度矩阵重整化群进行有效的近似，压
缩中间张量的维度，进而可以对任意张量网络进行缩并。这一算法本质上打破了 Synamore的优越性。[12]
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第 1章 背景信息与发展情况

此阶段的主要工作是寻找近期应用，由于这个阶段的量子计算系统具有超

越经典计算机的计算能力，但噪声使得量子线路的深度较低，否则保真度不够，

计算结果不可信。因此这阶段需要开发使用的量子算法，在含噪声中等规模的量

子计算硬件上得以使用，如变分量子算法、量子开源软件和张量网络模型等。

对于物理学术界，该阶段主要利用现有的量子计算平台开展量子模拟的研

究，特别是低温物理学和多体物理学的动力学演化过程模拟，比如由于超导量子

计算系统的哈密顿量与 Bose-Habbard模型类似，故可在超导量子计算系统中进
行该模型的模拟，探究其中量子随机行走的动力学过程 [16]，以及激发传递和局

域化现象 [17]。这正是中国科大祖冲之超导量子计算机完成的量子模拟工作。

量子模拟短期内另一个应用方向是利用超导量子计算系统开展化学动力学

研究 [18]。在通用算法方面，可以开发相位估计（Quantum Phase Estimation）和
变分量子特征解（Variational Quantum Eigensolver），相位估计是一个算法框架，
之前提到的 Shor算法也可以被认为是酉算符的特定构造的相位估计形式，但使
用相位估计来解决哈密顿量的本征谱问题才是更为重要的应用。在针对化学领

域应用方面，耦合簇理论（Coupled ClusterTheory）根据 Baker-Campell-Hausdorf
公式进行级数计算的误差问题可以在量子计算中优化、使用量子蒙特卡罗方法

(Quantum Monte Carlo)可以避免经典蒙特卡罗方法中使用Metropolis算法从试验
波函数范数中生成随机位置向量的伪随机问题。使用量子变分算法实现时间演

化计算也是动态化学动力学计算的重要方法之一。

1.1.3 未来发展：实现专用量子模拟机 →容错量子计算

量子计算的第二个里程碑式实现专用量子模拟机，学术界预计仍然需要 10
年左右的时间，虽然按照 IBM的超导量子计算路线图计划，其公司在未来五年
即能大幅扩展量子比特数目，但近期发布的量子处理器均未公布门运算保真度、

相干时间等重要指标，因此真实性能能否满足量子计算基本容错要求不得而知。

在实现专用量子模拟机后，就要发展大规模可扩展的容错量子计算，这是量

子计算的第三个里程碑，超导量子比特不仅拥有优良的可扩展性，且基于超导体

系的量子纠错也在近期出现新突破，2023年 3月 23日 Nature刊登南方科技大学
量子科学与工程研究院俞大鹏院士团队在基于超导量子线路系统，通过实时重

复的量子纠错技术延长了量子信息的存储时间，在国际上首次超越盈亏平衡点，

展示了量子纠错优势 [19] ,中国科学技术大学邹长铃教授也是作者之一。
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第 2章 量子比特的原理

第 2章 量子比特的原理

2.1 约瑟夫森关系

超导量子比特的基本原理为利用约瑟夫森结在低温下的超导特性，实现非

线性电感，并进一步得到临界电流可变的非线性电感，从而构建出宏观量子实现

量子计算。故讨论超导量子比特原理必定离不开约瑟夫森关系。

超导电性是指超导材料在一定的低温下展现出的完全抗磁性和零电阻的现

象。BCS理论指出，当温度降低到临界温度以下时，金属中自旋和动量相反的
电子就会配对形成库伯对，库伯对在晶格中无损耗地运动，形成超导电流，也即

库伯对的量子隧穿效应。这一效应由约瑟夫森在 1962年首次理论预言 [20]，并于

1963年被 P.W.Anderson和 J.M.Rowell在实验上证实 [21]。约瑟夫森本人也因此获

得 1973年的诺贝尔物理学奖。

2.1.1 非超导态电子的量子隧穿效应

首先从课本遗留的一个问题出发，对于一维方势垒问题，课本直接给出了透

射系数 𝑃 的关系式为

𝑃 ≈ 16𝐸(𝑉0 − 𝐸)
𝑉 2

0
𝑒− 2𝑎

ℏ √2𝑚(𝑉0−𝐸) (2.1)

下面我们用数理方程的方法对这一结果进行验证。①

因为势能函数是一个分段函数，所以分三个区域求解，再把解拼接起来从

Schrödinger方程出发，三段解分别满足如下方程

𝑑2

𝑑𝑥2 𝜓𝐼 (𝑥) + 2𝑚𝐸
ℏ2 𝜓𝐼 (𝑥) = 0

𝑑2

𝑑𝑥2 𝜓𝐼𝐼 (𝑥) + 2𝑚(𝐸 − 𝑉0)
ℏ2 𝜓𝐼𝐼 (𝑥) = 0

𝑑2

𝑑𝑥2 𝜓𝐼𝐼𝐼 (𝑥) + 2𝑚𝐸
ℏ2 𝜓𝐼𝐼𝐼 (𝑥) = 0

(2.2)

对第一段区域，令 2𝑚𝐸
ℏ2 = 𝑘2

1,带入直接得到解的形式为

𝜓𝐼 (𝑥) = 𝐴1𝑒𝑖𝑘1𝑥 + 𝐴′
1𝑒−𝑖𝑘1𝑥 (2.3)

习惯上取入射流振幅系数为 1，即

𝜓𝐼 (𝑥) = 𝑒𝑖𝑘1𝑥 + 𝐴′
1𝑒−𝑖𝑘1𝑥 (2.4)

①此部分内容作者已发布在自己原创的知乎文章《USTC PHYS|陈童量子力学新讲-习题解（第四章）（4.1-
4.3）》中，作者南七小土狗即为作者廖荣，如有查重发现还请忽略。
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第 2章 量子比特的原理

对第二段区域，令 2𝑚(𝐸−𝑉0)
ℏ2 = −𝜅2

2 ,带入直接得到解的形式为

𝜓𝐼𝐼 (𝑥) = 𝐵2𝑒−𝜅2𝑥 + 𝐵′
2𝑒𝜅2𝑥 (2.5)

用双曲正弦函数改写为

𝜓𝐼𝐼 (𝑥) = 𝐹 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜅2𝑥 + 𝐺𝑐𝑜𝑠ℎ𝜅2𝑥 (2.6)

对第三段区域，大体和第一段区域一致，但认为此时只有右行的透射波，故

解的形式简写为

𝜓𝐼𝐼𝐼 (𝑥) = 𝐶3𝑒𝑖𝑘1𝑥 (2.7)

到此，分段波函数写为

𝜓(𝑥) =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝜓𝐼 (𝑥) = 𝑒𝑖𝑘1𝑥 + 𝐴′
1𝑒−𝑖𝑘1𝑥

𝜓𝐼𝐼 (𝑥) = 𝐹 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜅2𝑥 + 𝐺𝑐𝑜𝑠ℎ𝜅2𝑥

𝜓𝐼𝐼𝐼 (𝑥) = 𝐶3𝑒𝑖𝑘1𝑥

(2.8)

接下来使用波函数及其一阶导数的连续性质求解其中系数，在 𝑥 = 0 和
𝑥 = 𝑎两处分别使用，得到

⎧⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

𝐹 = 1 + 𝐴′
1

𝐺 = 𝑖𝑘1
𝜅2

(1 − 𝐴′
1)

(1 + 𝐴′
1)𝑐𝑜𝑠ℎ𝜅2𝑎 + 𝑖𝑘1

𝜅2
(1 − 𝐴′

1)𝑠𝑖𝑛ℎ𝜅2𝑎 = 𝐶3

𝜅2
𝑖𝑘1

(1 + 𝐴′
1)𝑠𝑖𝑛ℎ𝜅2𝑎 + (1 − 𝐴′

1)𝑐𝑜𝑠ℎ𝜅2𝑎 = 𝐶3

(2.9)

联立解得

𝐴′
1 =

(𝑘2
1 + 𝜅2

2 )𝑠𝑖𝑛ℎ𝜅2𝑎
(𝑘2

1 − 𝜅2
2 )𝑠𝑖𝑛ℎ𝜅2𝑎 + 2𝑖𝑘1𝜅2𝑐𝑜𝑠ℎ𝜅2𝑎

(2.10)

𝐶3 = 2𝑖𝑘1𝜅2𝑒−𝑖𝑘1𝑎

(𝑘2
1 − 𝜅2

2 )𝑠𝑖𝑛ℎ𝜅2𝑎 + 2𝑖𝑘1𝜅2𝑐𝑜𝑠ℎ𝜅2𝑎
(2.11)

反射概率和透射概率为

𝑅 = |𝐴′
1|2 =

(𝑘2
1 + 𝜅2

2 )2𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜅2𝑎
(𝑘2

1 + 𝜅2
2 )2𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜅2𝑎 + 4𝑘2

1𝜅2
2

(2.12)

𝑇 = |𝐶3|2 =
4𝑘2

1𝜅2
2

(𝑘2
1 + 𝜅2

2 )2𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜅2𝑎 + 4𝑘2
1𝜅2

2
(2.13)

在 ℏ → 0的半经典近似下

𝑇 ≈ 16𝐸(𝑉0 − 𝐸)
𝑉 2

0
𝑒− 2𝑎

ℏ √2𝑚(𝑉0−𝐸) (2.14)
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第 2章 量子比特的原理

2.1.2 超导态电子的量子隧穿效应（约瑟夫森效应）

约瑟夫森效应是超导态电子的量子隧穿效应，假设我们取两块超导体，中间

使用一个绝缘体将超导体隔开，绝缘层的厚度大概为 1nm量级，这样就构成了
一个约瑟夫森结。在此将两侧的超导体标记为 1和 2，实际上超导体的长度是有
限的，但在此讨论中，将两个超导体看成一维无限延伸进行简化。

在具体地推导约瑟夫森关系之前，还需要先介绍超导态电子的概率流密度

和超导体的磁通量子化。

1. 一维概率流密度
当局域概率守恒时，存在概率流密度 𝐽(𝑥, 𝑡)，使得下式成立

∂𝑡𝜌 + ∂𝑥𝐽 = 0 (2.15)

概率流密度 𝐽(𝑥, 𝑡)表征单位时间延 x轴流过 x点的概率，可由以下方法求出
将式 2.15写成以下形式

𝑖ℏ ∂
∂𝑡𝛹(𝑥, 𝑡) = [ − ℏ2

2𝑚
∂2

∂𝑥2 + 𝑉 (𝑥)]𝛹(𝑥, 𝑡)

−𝑖ℏ ∂
∂𝑡𝛹 ∗(𝑥, 𝑡) = [ − ℏ2

2𝑚
∂2

∂𝑥2 + 𝑉 (𝑥)]𝛹 ∗(𝑥, 𝑡)
(2.16)

然后将两个方程分别与 𝛹，𝛹 ∗相乘，再上式减去下式，则有

𝑖ℏ ∂
∂𝑡(𝛹 ∗𝛹) = ( − ℏ2

2𝑚)[𝛹 ∗ ∂2

∂𝑥2 𝛹 − 𝛹 ∂2

∂𝑥2 𝛹 ∗
]

= ∂
∂𝑥[ − −ℏ2

2𝑚 (𝛹 ∗∂𝑥𝛹 − 𝛹∂𝑥𝛹 ∗)]
(2.17)

将式 2.17与式 2.15对比，可发现只要取

𝐽(𝑥, 𝑡) = − 𝑖ℏ
2𝑚(𝛹 ∗∂𝑥𝛹 − 𝛹∂𝑥𝛹 ∗)

= 1
2𝑚(𝛹 ∗ ̂𝑃 𝛹 − 𝛹 ̂𝑃 𝛹 ∗)

(2.18)

则可满足式 2.15，即该式为所求 𝐽(𝑥, 𝑡)。
2. 超导体的磁通量子化
在引入磁场后，带电粒子的哈密顿量变为

𝐻 = (P − 𝑒A)2

2𝑚 + 𝑉 (X) (2.19)

其中 A为磁矢势。
薛定谔波动方程变为

𝑖ℏ ∂
∂𝑡𝛹(x, 𝑡) = [ − ℏ2

2𝑚(∇ − 𝑖𝑒
ℏ A(x))

2
+ 𝑉 (x)]𝛹(x, 𝑡) (2.20)

9



第 2章 量子比特的原理

仿照 1中的方法，可以写出磁场中带电粒子的概率流密度为

J(x, 𝑡) = − 𝑖ℏ
2𝑚(𝛹 ∗∇𝛹 − 𝛹∇𝛹 ∗) − 𝑒A𝜌

𝑚 (2.21)

如果将波函数写成 𝛹(x, 𝑡) = √𝜌𝑒𝑖𝜃(x,𝑡)的形式，则可将概率流密度重写为

J(x, 𝑡) = (ℎ∇𝜃 − 𝑒A) 𝜌
𝑚 (2.22)

下面证明超导体内部无电流。

由式 2.15，超导材料稳恒时有 ∂𝑡𝜌 = 0，则 ∇J = 0，即超导电流为稳恒电流。
将 𝛹(x, 𝑡) = √𝜌𝑒𝑖𝜃(x,𝑡)代入薛定谔波动方程，并将 2.22代入，可得

−ℏ∂𝜃
∂𝑡 = 𝑚

2𝜌2 J2 + 𝑉 (x) (2.23)

此方程在本节中等同于库珀对的薛定谔方程，非常重要，会多次用到。

稳恒状态时等式右边与时间无关，可写为 −ℏ ∂𝜃
∂𝑡 = 𝜖(x)，此时 𝜖(x)可看作 x

点处库珀对的能量，低温时库珀对处于最低能级，则要求 J = 0，结合 ∇J = 0可
知 J处处为零，而电流密度 J𝑒 = 𝑒𝑁J，因此超导体内部电流处处为零。

将这个条件带回式 2.22，则在超导体内部有

ℏ∇𝜃 = 𝑒A (2.24)

根据磁通量定义，可以写出

𝛷 = ∮𝐿
A ⋅ dl = ℏ

𝑒 ∮𝐿
∇𝜃 ⋅ dl = ℏ

𝑒 ∮𝐿
𝑑𝜃 (2.25)

由于 𝜃为波函数相位，𝜃沿闭路积分的值只能为 2𝑛𝜋，即可写出磁通量

𝛷 = 2𝑛𝜋ℏ
𝑒 (2.26)

即超导体的磁通量为量子化的，其量子化单位为

𝛷0 = 2𝜋ℏ
𝑒 (2.27)

3. 约瑟夫森关系
虽然穿过约瑟夫森结绝缘区的是电子，但由于电子是费米子，根据泡利不相

容原理，如果认为传导电子是相互独立的，那么不同的传导电子就不可能处于相

同的量子态，也就不能被整体描述为超导电流。但是库珀对由两个费米子组成，

是一个玻色子，在低温下会凝聚到相同的最低能态上。故可以利用库珀对来讨论

超导电流问题，不妨设超导体 1、2中的库珀对波函数为

𝛹1(𝑥, 𝑡) = √𝜌1𝑒𝑖𝜃1(𝑥,𝑡)

𝛹2(𝑥, 𝑡) = √𝜌2𝑒𝑖𝜃2(𝑥,𝑡)
(2.28)

10
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在实践中，两侧的超导体通常由相同材料制成，且库珀对均匀分布，故一般

有 𝜌1 = 𝜌2 = 𝜌为常数。因此超导电流只和库珀对在两侧的波函数相位差有关。
将库珀对波函数带入 2.23中计算，由于此时没有外部电源激励，系统处于稳

定状态，因此方程右侧与事件无关，因此可以分离变量，记左侧 −ℏ ∂𝜃
∂𝑡 = 𝜀(𝑥)，解

得波函数相位与 𝑥和 𝑡的关系为

𝜃(𝑥, 𝑡) = 𝜃0(𝑥) − 𝜀(𝑥)𝑡
ℏ (2.29)

因此库珀对的波函数 2.28可以写成

𝛹(𝑥, 𝑡) = 𝛹(𝑥)𝑒
𝑖𝜀(𝑥)𝑡

ℏ (2.30)

根据薛定谔方程的含时演化，我们就可以直接将 𝜀(𝑥) = 𝑚
2𝜌2 J2 + 𝑉 (x)记为库

珀对的能量。

在此我们作以下规定：两侧的超导体分别标记为 1和 2，记库珀对的势能为
𝑉 (𝑥) = 0，能量为 𝜀 = 𝑚

2𝜌2 J2.假设绝缘层的势垒为 𝑉 (𝑥),𝑉 (𝑥) > 𝜀，绝缘区的范围
在 𝑥 = −𝑎到 𝑥 = 𝑎。那么就有动量函数 𝑝(𝑥) = √2𝑚(𝜀 − 𝑉 (𝑥))。我们的目的就是
求解得出绝缘区内的电流密度规律。

图 2.1 约瑟夫森结示意图

显然此时的动量函数是一个纯虚数，应写为

𝑝(𝑥) = √2𝑚(𝜖 − 𝑉 (𝑥)) = −𝑖√2𝑚(𝑉 (𝑥) − 𝐸) (2.31)

带入一维薛定谔方程的WKB近似方程

𝛹(𝑥) = 1
√𝑝(𝑥)

𝑒±𝑖 ∫𝑥 𝑝(𝑥)𝑑𝑥/ℏ (2.32)

11
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得到WKB指数衰减和指数增长的两种解，不妨取其线性组合为

𝛹(𝑥) = 𝐴𝑒− 1
ℏ ∫𝑥

−𝑎 √2𝑚(𝑉 (𝑥)−𝜖) + 𝐵𝑒− 1
ℏ ∫𝑎

𝑥 √2𝑚(𝑉 (𝑥)−𝜖) (2.33)

记 𝑑 = 𝑒− 1
ℏ ∫𝑎

𝑥 √2𝑚(𝑉 (𝑥)−𝜖),有绝缘区边界值为

𝛹(−𝑎) = 𝐴 + 𝐵𝑑 , 𝛹(𝑎) = 𝐴𝑑 + 𝐵 (2.34)

由于边界点同时处在超导区和绝缘区，可以给出连续性方程

𝛹(−𝑎) = 𝐴 + 𝐵𝑑 = √𝜌1𝑒𝑖𝜃1

𝛹(𝑎) = 𝐴𝑑 + 𝐵 = √𝜌2𝑒𝑖𝜃2
(2.35)

由此求得线性组合待定系数为

𝐴 = √𝜌1𝑒𝑖𝜃1 − 𝑑√𝜌2𝑒𝑖𝜃2

1 − 𝑑2 , 𝐵 = √𝜌2𝑒𝑖𝜃2 − 𝑑√𝜌2𝑒𝑖𝜃1

1 − 𝑑2 (2.36)

此时解得绝缘区内的库珀对波函数，虽然电子是费米子，但库珀对是玻色子，将

波函数带入前述一维概率流密度表达式 2.18中得到

J𝑥 = 2𝑑
1 − 𝑑2

√2𝑚(𝑉 (𝑥) − 𝜖)
𝑚 √𝜌1𝜌2𝑠𝑖𝑛(𝜃2 − 𝜃1) (2.37)

进一步根据 J𝑒 = 𝑒𝑁J得到电流密度为

J𝑒 = 𝑒𝑁 2𝑑
1 − 𝑑2

√2𝑚(𝑉 (𝑥) − 𝜖)
𝑚 √𝜌1𝜌2𝑠𝑖𝑛(𝜃2 − 𝜃1) (2.38)

记临界电流 J𝑐 = 𝑒𝑁 2𝑑
1−𝑑2

√2𝑚(𝑉 (𝑥)−𝜖)
𝑚 √𝜌1𝜌2，即可得到

J𝑒 = J𝑐𝑠𝑖𝑛(𝜃2 − 𝜃1) (2.39)

这即为第一条约瑟夫森关系，可将概率流密度替换成通过结的电流强度。

但上述模型仅为认为两侧超导体无限延伸（无限延伸其实相当于两端直接

相连）的情形，在实际应用场景中我们需要驱动约瑟夫森结，在其两端加上电

压，此时库珀对就不能继续维持定态，超导概率流密度和相位差也随时间变化，

但可以证明仍能得到类似的概率流密度关系。

添加电压之后对库珀对的直接影响为改变其外电势为 𝜙，此时我们不能将库
珀对的势能直接取成 0,而是 𝑉 (𝑥) = 𝑒𝜙。带入 2.23得到

−ℏ∂𝜃
∂𝑡 = 𝑚

2𝜌2 J2 + 𝑒𝜙 (2.40)

对于约瑟夫森结，我们假设加在两端的电势分别为 𝜙1和 𝜙2，由规范不变性

要求，当带电粒子在矢量势 A中沿着某条轨迹 𝐿运动时，其量子力学波函数概
12
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率幅要乘上因子 𝑒𝑥𝑝(𝑖 𝑒
ℏ ∫𝐿 A ⋅ dl)，因此需要库珀对左右两边的波函数相位差不

能简单的写成 𝛥𝜃 = 𝜃2 − 𝜃1，而应该根据规范不变性改写成

𝛥𝜃 = 𝜃2 − 𝜃1 − 𝑒
ℏ ∫

𝑏

𝑎
A ⋅ dl (2.41)

将其带入 2.23可以计算得到第二条约瑟夫森关系

∂𝛥𝜃
∂𝑡 = (∂𝜃2

∂𝑡 − ∂𝜃1
∂𝑡 ) − ∂

∂𝑡
𝑒
ℏ ∫

𝑎

−𝑎
A ⋅ dl

= − 𝑒
ℏ(𝜃2 − 𝜃1) − 𝑒

ℏ ∫
𝑎

−𝑎

∂A ⋅ dl
∂𝑡

= 2𝜋
𝛷0 ∫

𝑎

−𝑎
(−∇𝜙 − ∂A

∂𝑡 ) ⋅ dl

= 2𝜋
𝛷0 ∫

𝑎

−𝑎
E ⋅ dl

= 2𝜋
𝛷0

𝑈

(2.42)

由此我们就得到了第二条约瑟夫森关系

𝑈 = 𝛷0
2𝜋

∂𝛥𝜃
∂𝑡 (2.43)

2.2 超导量子比特的原理

2.2.1 LC振荡电路基础

对于最基础的弹簧振子，我们可以写出拉氏量

ℒ = 1
2𝑚�̇�2 − 1

2𝑘𝑥2 (2.44)

求出广义动量为

𝑝 = ∂ℒ
∂�̇� = 𝑚�̇� (2.45)

并给出哈密顿量为

ℋ = 𝑝�̇� − ℒ = 𝑝2

2𝑚 + 𝑘𝑥2

2 (2.46)

对于 LC振荡电路，我们可以取广义坐标为电感上的磁通量 𝛷，仿照弹簧振
子的形式写出拉氏量

ℒ = 1
2𝐶�̇�2 − 1

2𝐿𝛷2 (2.47)

其中 �̇� = 𝑉，广义动量为

𝑝 = ∂ℒ
∂�̇�

= 𝐶�̇� = 𝑄 (2.48)
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即 {𝛷, 𝑄}组成一对共轭变量。
则 LC振荡电路的哈密顿量为

ℋ = 𝑄�̇� − ℒ = 𝑄2

2𝐶 + 𝛷2

2𝐿 (2.49)

由以上推导过程可知 LC振荡电路中参量与弹簧振子中参量存在对应关系

𝑥 → 𝛷

𝑝 → 𝑄

𝑚 → 𝐶

𝑘 → 1
𝐿

(2.50)

2.2.2 量子化的 LC振荡电路

图 2.2 量子化的 LC振荡电路
图 2.3 对应势能 (等距能级)

量子化的 LC谐振电路哈密顿量和对易关系为

�̂� = �̂�2

2𝐿 + �̂�2

2𝐶 (2.51)

[�̂�, �̂�] = 𝑖ℏ (2.52)

仿照量子化的谐振子模型，使用产生（湮灭）算符有

�̂� = 1
2ℏ𝜔0( ̂𝑎† ̂𝑎 + 1

2) (2.53)

𝐸𝑛 = (𝑛 + 1
2)ℏ𝜔0 (2.54)

同时也可引入 𝛷0 = ℎ
2𝑒 为超导磁通量子，并令

̂𝜙 = 2𝜋�̂�
𝛷0

̂𝑛 = �̂�
2𝑒

(2.55)
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则 [ ̂𝜙, ̂𝑛] = 𝑖，且 ̂𝜙, ̂𝑛均为无量纲量.
哈密顿量可以改写为

𝐻 = 4𝐸𝐶 ̂𝑛2 + 1
2𝐸𝐿 ̂𝜙2 (2.56)

𝐸𝐶 = 𝑒2

2𝐶 为一个电子在电容器上的能量，𝐸𝐿 = ℏ2

4𝑒2𝐿 为对应的电感上的能量。

如图 2.3,此时能级 𝐸𝑛 = (𝑛 + 1
2)ℏ𝜔0，为等间距能级。但为了量子计算的寻

址便利，我们希望 𝜔0→1和 𝜔1→2区别足够大，也就是构造非谐性。

2.2.3 约瑟夫森结的引入

图 2.4 引入约瑟夫森结
的电路 (CPB)

图 2.5 对应势能 (非等距能级)

将 LC振荡电路的哈密顿量写成电荷能和电感能的形式

𝐻 = 4𝐸𝐶𝑛2 + 1
2𝐸𝐿𝜙2 (2.57)

应用一个约瑟夫森结来替代原 QHO电路中的电感，根据约瑟夫森关系

𝐼 = 𝐼𝑐𝑠𝑖𝑛(𝜙), 𝑉 = ℏ
2𝑒

∂𝜙
∂𝑡 (2.58)

联立 2.58得到约瑟夫森结的电感为

𝐿𝐽 = 𝑈/(
𝑑𝐼
𝑑𝑡 ) = 𝛷0

2𝜋𝐼𝑐𝑐𝑜𝑠(𝜙) (2.59)

后续的求解与前述量子化的 LC振荡电路一致，分别求出此超导电路中的动
能和势能，再根据拉格朗日方程求出哈密顿量。此约瑟夫森结作为非线性电感储

存的能量（势能）为

𝑊 = ∫
𝑡

0
𝑉 (𝑡)𝐼(𝑡)𝑑𝑡

= ℏ
2𝑒 ∫

𝑡

0
𝐼𝑐𝑠𝑖𝑛(𝜙)∂𝜙

∂𝑡 𝑑𝑡

= −𝐸𝐽 𝑐𝑜𝑠(𝜙)

(2.60)
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此处记 𝐸𝐽 = 𝛷0𝐼𝑐
2𝜋 为约瑟夫森结的约瑟夫森能，将 2.57中的电感能 𝐸𝐿替换

得到此非线性电路,其哈密顿量为

𝐻 = 4𝐸𝐶𝑛2 − 𝐸𝐽 𝑐𝑜𝑠(𝜙) (2.61)

如图 3.5,约瑟夫森结使势能由二次型变为余弦型，构造了可寻址的量子两
能级系统。这其实就是第一个人造量子比特——电荷量子比特（CPB）。
下面我们使用微扰论参考哈密顿量对其能级和波函数做出计算：

引入约瑟夫森结替代线性电感后，量子电路的哈密顿量发生改变,由 2.61有

𝐻 = 4𝐸𝑐𝑛2 − 𝐸𝐽 𝑐𝑜𝑠(𝜙) (2.62)

这个哈密顿量不存在解析解，因此我们将势能项的余弦函数泰勒展开到四

次项，并作一阶微扰近似，过程如下：

𝐻 = 4𝐸𝑐𝑛2 − 𝐸𝐽 𝑐𝑜𝑠(𝜙)

= 4𝐸𝑐𝑛2 + 1
2𝐸𝐽 𝜙2 − 𝐸𝐽 − 1

24𝐸𝐽 𝜙4
(2.63)

哈密顿量的前两项与 QHO模型一致，但常数 𝐸𝐿不同于 𝐸𝐽，因此我们继承

QHO模型中的变量/常量等思路（2.50），做如下常量变换以对应一维谐振子

𝑥 → 𝛷

𝑝 → 𝑄

𝑚 → 𝑒2

2𝐸𝑐

𝜔 → √
8𝐸𝑐𝐸𝐽

ℏ

(2.64)

得到 ℏ𝜔 = √8ℏ𝐸𝐽 𝐸𝑐，并取产生（湮灭）算符为

𝑏 = 1
√2

(√
𝑚𝜔
ℏ 𝑥 + 𝑖

√𝑚𝜔ℏ
𝑝) = 1

√2
( 4

√
ℏ𝐸𝐽
32𝐸𝑐

𝜙 + 2𝑖
4

√
2ℏ𝐸𝐽

𝐸𝑐

𝑛)

𝑏† = 1
√2

(√
𝑚𝜔
ℏ 𝑥 − 𝑖

√𝑚𝜔ℏ
𝑝) = 1

√2
( 4

√
ℏ𝐸𝐽
32𝐸𝑐

𝜙 − 2𝑖
4

√
2ℏ𝐸𝐽

𝐸𝑐

𝑛)

(2.65)

产生（湮灭）算符满足的对易关系表示为

[𝑏, 𝑏†] = −√2
2 (2.66)
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第 2章 量子比特的原理

产生（湮灭）算符对 Fock态的作用结果表示为

𝑏† |𝑛⟩ = √𝑛 + 1 |𝑛 + 1⟩ , 𝑏 |𝑛⟩ = √𝑛 |𝑛 − 1⟩ (2.67)

用产生（湮灭）算符可将哈密顿量表示为

𝐻 = √8ℏ𝐸𝐽 𝐸𝑐(𝑏†𝑏 + 1
2) − 𝐸𝐽 − 𝐸𝑐

3ℏ(𝑏 + 𝑏†)4 (2.68)

用二阶微扰论进行计算，首先把微扰相互作用重写为

𝑉 = − 𝐸𝑐
3ℏ(𝑏 + 𝑏†)4

= − 4𝐸𝑐
3ℏ [𝑏†𝑏†(𝑏†𝑏) + (𝑏†𝑏)𝑏𝑏] − 2𝐸𝑐

ℏ [𝑏†𝑏† + 𝑏𝑏]

− 𝐸𝑐
3ℏ[𝑏4 + (𝑏†)4] − 2𝐸𝑐

ℏ [(𝑏†𝑏)2 + (𝑏†𝑏) + 1
2]

(2.69)

这样就能得到 𝑉 的非零矩阵元为

⟨𝑛 + 4|𝑉 |𝑛⟩ = ⟨𝑛|𝑉 |𝑛 + 4⟩ = −𝐸𝑐
3ℏ√(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(𝑛 + 3)(𝑛 + 4)

⟨𝑛 + 2|𝑉 |𝑛⟩ = ⟨𝑛|𝑉 |𝑛 + 2⟩ = −4𝐸𝑐
3ℏ (𝑛 + 3

2)√(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

⟨𝑛|𝑉 |𝑛⟩ = −2𝐸𝑐
ℏ (𝑛2 + 𝑛 + 1

2)

(2.70)

根据二阶微扰能量公式，计算得到能级为

𝐸(2)
𝑛 = 𝜀𝑛 + ⟨𝑛|𝑉 |𝑛⟩ + ∑

𝑚≠𝑛

|⟨𝑚|𝑉 |𝑛⟩|2

𝜀𝑛 − 𝜀𝑚

= −𝐸𝐽 + (𝑛 + 1
2)√8ℏ𝐸𝐽 𝐸𝑐 − 2𝐸𝑐

ℏ (𝑛2 + 𝑛 + 1
2)

− 8𝐸2
𝑐

9ℏ2√8ℏ𝐸𝐽 𝐸𝑐
(𝑛 + 3

2)2(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

− 𝐸𝑐

18ℏ2√8ℏ𝐸𝐽 𝐸𝑐
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(𝑛 + 3)(𝑛 + 4)

(2.71)

进一步的我们还可以根据微扰论得到一阶微扰波函数为

|𝜓 (1)
𝑛 ⟩ = |𝑛⟩ + ∑

𝑚≠𝑛

⟨𝑚|𝑉 |𝑛⟩
𝜀𝑛 − 𝜀𝑚

|𝑚⟩

= |𝑛⟩ −
2𝐸𝑐(𝑛 + 3

2)√(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

3ℏ√8ℏ𝐸𝐽 𝐸𝑐
|𝑛 + 2⟩

−
𝐸𝑐√(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(𝑛 + 3)(𝑛 + 4)

12ℏ√8ℏ𝐸𝐽 𝐸𝑐
|𝑛 + 4⟩

(2.72)
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第 2章 量子比特的原理

但是考虑到二阶微扰处理得到围绕能量正比于 𝑛4，对原结果的扰动非常大，

因此使用微扰论进行求解是非常不负责任且错误的。其实直接根据哈密顿量解

本征方程的矩阵简单而有效，截断误差可控，但笔者查阅大量相关文献和博士论

文，发现众作者均采用了一阶微扰计算能量，得到𝐸(1)
𝑛 = −𝐸𝐽 +(𝑛+ 1

2)√8ℏ𝐸𝐽 𝐸𝑐 −
2𝐸𝑐

ℏ (𝑛2 + 𝑛 + 1
2)，并令人惊奇的能够在能级二阶微扰失效的情况下给出波函数的

一阶微扰图像。这样的结果是不负责任的

下面我们重新使用解本征方程的形式求解能级，由于对易关系 [𝑛, 𝜙] = 𝑖，因
此有 𝑛 = −𝑖 𝑑

𝑑𝜙，作用在 𝑛的本征态上得到 𝑛|𝑛⟩ = −𝑖 𝑑
𝑑𝜙 |𝑛⟩ → |𝑛⟩ = 𝑒𝑖𝑛𝜙。哈密顿

量的势能项也修改为 𝑐𝑜𝑠(𝜙) = 1
2(𝑒𝑖𝜙 + 𝑒−𝑖𝜙) = 1

2(|𝑛 + 1⟩⟨𝑛| + |𝑛⟩⟨𝑛 + 1|),这样我们
就得到粒子数表象下的哈密顿量为

𝐻 = ∑𝑛
4𝐸𝑐𝑛2|𝑛⟩⟨𝑛| − 𝐸𝐽

2 (|𝑛 + 1⟩⟨𝑛| + |𝑛⟩⟨𝑛 + 1|) (2.73)

在本征基下可以表示为如下矩阵

𝐻 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

4𝐸𝑐 ⋅ 02 −𝐸𝐽
2

−𝐸𝐽
2 4𝐸𝑐 ⋅ 12 −𝐸𝐽

2
−𝐸𝐽

2 4𝐸𝑐 ⋅ 22 ⋱
⋱ ⋱ −𝐸𝐽

2
−𝐸𝐽

2 4𝐸𝑐 ⋅ 𝑛2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

将矩阵带入 mathematica求特征值数值解，得到的能级绘制如下。

图 2.6 对应势能 (非等距能级)

但这种设计一般存在 𝐸𝐶 ≫ 𝐸𝐽 的情况，电荷噪声大,现阶段使用的基本为
在此基础上改进的 Transmon量子比特。[22-23]
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第 2章 量子比特的原理

2.2.4 直流超导量子干涉仪（dc-squid）的引入

为了实现超导量子比特的频率可调，使用两个约瑟夫森结构成一个超导环

路，得到 dc-squid（dc-superconducting quantum interference device）（如图 2.7）。
根据环路磁通量子化关系和约瑟夫森关系，易得电流和约瑟夫森能量为

𝐼 = 2𝐼𝑐1𝑐𝑜𝑠(𝜋 𝛷𝑒𝑥𝑡
𝛷0 )𝑠𝑖𝑛(𝜙1 + 𝜋 𝛷𝑒𝑥𝑡

𝛷0 ) (2.74)

𝐸𝐽 = 𝛷0
2𝜋 𝐼𝐶 = 𝛷0

2𝜋 2𝐼𝑐1𝑐𝑜𝑠(𝜋 𝛷𝑒𝑥𝑡
𝛷0

) (2.75)

图 2.7 dc squid示意图

由此可将 dc squid等效为一个临界电流可变的约瑟夫森结，临界电流通过外
部磁场调控。因此可以直接带入之前的分析作替换。但这也引入了磁通噪声。使

用 dc-squid替换单个约瑟夫森结是 Transmon量子比特设计时的常用手段。
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第 3章 量子比特的设计

3.1 主流方案——Transmon量子比特

为了降低电荷噪声，给约瑟夫森结并联电容 𝐶𝑔，设计出了 Transmon。[24-25]

图 3.1 对称 dc-squid型 Transmon

系统的哈密顿量为

𝐻 = 4𝐸𝑐(𝑛 − 𝑛𝑔)2 − 𝐸𝐽 𝑐𝑜𝑠(𝜙) (3.1)

因为此时有 𝐸𝐶 ≪ 𝐸𝐽 ,可以把势能项展开

𝐸𝐽 𝑐𝑜𝑠𝜙 = 𝐸𝐽 − 1
2𝐸𝐽 𝜙2 + 1

24𝐸𝐽 𝜙4 + 𝑜(𝜙6) (3.2)

与先前对 CPB的计算相当，唯一区别是引入的并联电容 𝐶𝑔，这里无论是单

独给 dc-squid的每一个约瑟夫森结加上并联电容，还是对 dc-squid整体加上等效
电容，由于电容的并联，实质上效果相同。故图 3.1中未直接标识，避免误解。

3.1.1 电荷噪声的影响和抑制方法

由于引入并联电容 𝐶𝑔，需要将哈密顿量中的电荷粒子数修正为 𝑛 − 𝑛𝑔，其中

𝑛𝑔 为有效补偿电荷。可以看出对电荷噪声的抑制。此时式中的 𝐸𝑐 = 𝑒2

𝐶𝐽 +𝐶𝑔+𝐶𝑠
。

但需要注意的是，我们通过引入 𝑛𝑔来抑制 𝑛的噪声，但又引入的 𝑛𝑔的噪声，

因此需要通过增大 𝐸𝐽 /𝐸𝑐 来抑制 𝑛𝑔 的噪声。

如图可知，电荷噪声随着 𝐸𝐽 /𝐸𝑐 的值增大到 50左右时不断被抑制，但继续
增大 𝐸𝐽 /𝐸𝑐 会使能级变为负数，失去物理意义，这与祖冲之号量子计算机上选

择的 Transmon设计数据是吻合的。
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图 3.2 𝐸𝐽 /𝐸𝑐 = 0.5时的电荷噪声 图 3.3 𝐸𝐽 /𝐸𝑐 = 5时的电荷噪声

图 3.4 𝐸𝐽 /𝐸𝑐 = 50时的电荷噪声 图 3.5 𝐸𝐽 /𝐸𝑐 = 500时的电荷噪声

3.1.2 磁通噪声的影响和抑制方法

下面讨论使用 dc-squid 引入磁通噪声的影响和降低方法。为方便计算，这
里将约瑟夫森结引入的非谐性用一阶微扰能量 𝐸(1)

𝑛 = −𝐸𝐽 + (𝑛 + 1
2)√8ℏ𝐸𝐽 𝐸𝑐 −

2𝐸𝑐
ℏ (𝑛2 + 𝑛 + 1

2)来表示，其两能级为√8ℏ𝐸𝐶𝐸𝐽 − 𝐸𝐶 和√8ℏ𝐸𝐶𝐸𝐽 − 2𝐸𝐶

联立下三式，并取 ℏ = 𝛷0 = 𝐼𝑐1 = 1, 𝐸𝑐 = 0.02。在 matlab中绘制图像，需
要提醒的是，在此我们对能级的复数解取模值进行绘图。

𝜔0→1 = √8ℏ𝐸𝐶𝐸𝐽 − 𝐸𝐶

𝜔1→2 = √8ℏ𝐸𝐶𝐸𝐽 − 2𝐸𝐶

𝐸𝐽 = 𝛷0
2𝜋 2𝐼𝑐1𝑐𝑜𝑠(𝜋 𝛷𝑒𝑥𝑡

𝛷0
)

(3.3)

由图 3.6，外加磁场的稳定性会影响比特频率的稳定性，此影响在𝛷𝑒𝑥𝑡 = 𝑘𝜋
时最小，𝛷𝑒𝑥𝑡 = 2𝑘+1

2 𝜋时最大。这一点和祖冲之量子计算机上的选取参数吻合。
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图 3.6 外部磁通对系统的噪声影响

由上可知，引入 dc-squid虽然实现了等效约瑟夫森结的临界电流可调，但也
会带来磁通噪声，且此噪声在特定外部磁通条件下的影响是巨大的。为降低量子

比特对磁通噪声的敏感性，同时保持量子门的可调性，最近的研究设计了非对称

dc-squid，即讲原来的 dc-squid中并联的两个完全相同的约瑟夫森结换成两个面
积不一大的约瑟夫森结，使得两侧的电流不一致。

图 3.7 非对称 dc-squid型 Transmon

其哈密顿量为

𝐻 = 4𝐸𝐶𝑛2 − 𝐸𝐽𝛴√𝑐𝑜𝑠2(𝜋 𝛷𝑒𝑥𝑡
𝛷0

) + 𝑑2𝑠𝑖𝑛2(𝛷𝑒𝑥𝑡
𝛷0

)𝑐𝑜𝑠(𝜙) (3.4)

其中𝐸𝐽𝛴 = 𝐸𝐽1 + 𝐸𝐽2,𝑑 = (𝛾 − 1)/(𝛾 + 1),𝛾 = 𝐸𝐽2/𝐸𝐽1。

当|𝑑| → 0时,模式变为前述对称 dc-squid模式;当|𝑑| → 1时，模式变为单个
约瑟夫森结。这样就实现了我们在电荷噪声和磁通噪声之间取舍的选择。
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3.2 小众方案——Fluxonium量子比特

图 3.8 Flux qubit 图 3.9 Fluxonium

Transmon设计存在的一个问题是非谐性不够大，在单比特门操作时高能级
会影响保真度，通过将两条并联支路改成如图 3.8形式可以根本上改变势能形式，
得到 Flux Qubit，其哈密顿量为

𝐻 ≈ 4𝐸𝐶𝑛2 − 𝐸𝐽 𝑐𝑜𝑠(2𝜙 + 2𝜋 𝛷𝑒𝑥𝑡
𝛷0

) − 2𝛾𝐸𝐽 𝑐𝑜𝑠(𝜙) (3.5)

第二项是小面积约瑟夫森结的势能，第三项是两个大面积结的势能，这样整

体的势能不再是 𝑐𝑜𝑠形式，而是过余弦形式，非谐性被增大。但与 Asymmetric
Transmon相比，该设计对磁通噪声敏感度大，也不是主流方案。
近几年，在学术界和工业界都大量使用的 Transmon之余，也有一些研究基

于 Fluxonium实现了较高的保真度。Fluxonium在 Flux Qubit的基础上，进一步
增加约瑟夫森结阵列的数量,如图 3.9，其哈密顿量为

𝐻 ≈ 𝐸𝐶𝑛2 − 𝐸𝐽 𝑐𝑜𝑠(𝜙 + 2𝜋 𝛷𝑒𝑥𝑡
𝛷0

) + 𝛾
2𝑁 𝜙2 (3.6)

但是制备出 100数量级个同样的约瑟夫森结又是一大挑战，并且在量子比
特的驱动、耦合以及读取方面还比较困难，尚不能如 Transmon一般完成整体测
控，故目前还是小众方案。
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第 4章 量子比特的微纳加工

超导量子比特正是因为可借鉴成熟的半导体微纳加工工艺，故硬件方面发

展迅速，量子器件的保真度高，有必要介绍一些超导量子比特的微纳加工工艺。

4.1 设计思路

首先根据量子比特的原理，如 Transmon量子比特的能级和噪声特征等信息，
找到电路参数和比特参数之间的关系，并通过设计的比特参数来开发电路，利用

有限元分析软件得到最终的处理器设计图。

设计图完成后，即需要根据设计图制备出实体的量子比特处理器，加工工艺

包括曝光、显影、刻蚀、沉积、去胶等步骤，最终将得到的量子比特处理器放入

样品盒，连接稀释制冷剂和电子学系统进行测试。

图 4.1 (a)超导量子比特的光学显微镜图片，Q为量子比特，R为耦合读取腔，其间连接的
为控制线和偏置线，(b)超导量子比特的等效电路图，通过 XY控制线连接电压源激励驱动，
通过对地电容调节非谐性，通过 Z线调节外部磁通量 [26]

图 4.2 12比特超导量子芯片电路图 [26]
图 4.3 12比特超导量子芯片实物图 [26]
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4.2 量子芯片加工工艺

4.2.1 镀膜技术

超导量子比特的电容、谐振腔、控制线等部分均使用蓝宝石衬底镀 100nm
厚度的铝膜，蓝宝石衬底能够使共面波导损耗降低，且衬底表面清洁简单。

以往的传统镀膜方式为离子束溅射沉积技术（IBSD）,其利用离子和固体的
相互作用，把低能离子束（< 2000𝑒𝑣）定向到靶材上发生溅射，靶材粒子溅射后
在衬底上沉积，使得薄膜生长。

图 4.4 离子束溅射沉积技术生长非晶态膜 [27]

近期中国科大潘建伟院士团队钟东勋老师正在搭建新一代简化版磁控等离

子体辅助溅射镀膜平台，相较于传统的 IBSD技术，该技术能极大地降低镀膜表
面的粗糙度，预试验经 AFM验证已取得两个数量级的粗糙度降低。

4.2.2 约瑟夫森结的制备

约瑟夫森结是超导量子比特的核心器件,该部分使用涂胶、曝光、显影、镀
膜、剥离等一系列工艺。下面介绍”𝐴𝑙 − 𝐴𝑙𝑂𝑥 − 𝐴𝑙”约瑟夫森结的制备流程 [28]。

1. 在片子上涂上电子束光刻胶MMA EL9。然后再涂上电子束光刻胶 PMMA
950A5,作为 undercut层和图形定义层。

图 4.5 一次涂胶

2. 在 100kV电子束曝光机 EBPG上曝光结区图形，定义约瑟夫森结的图形。
3. 在显影液MIBK：IPA（1:3）中显影，然后 IPA定影，氮气吹干。
4.将样品安置在镀膜设备的 load lock腔体中，使用 Ar离子轰击样品，去除

比特电容与约瑟夫森结连接处的氧化层，为约瑟夫森结制备超导接触；然后将样
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图 4.6 一次曝光

图 4.7 一次显影

品输送到蒸发室，先倾斜-62.2°沉积，镀 65 nm厚的下电极铝膜。

图 4.8 镀约瑟夫森结下电极

5. 用去胶液浸泡片子，进行剥离。然后用 IPA淋洗，氮气吹干。
6.氧化得到氧化层：将样品输送到氧化室，根据设计的约瑟夫森结常温电阻

条件控制氧化参数，进行下电极的氧化，期间包含二次涂胶、二次曝光和二次显

影，不再图示。

7.将样品输送回蒸发室，垂直沉积，镀 100 nm厚的上电极铝膜。然后再将
样品输送到氧化室，进行铝膜表面的氧化，防止杂气污染。

图 4.9 镀约瑟夫森结上电极

8.使用 PGRemover去胶液进行去胶，只留下约瑟夫森结。

图 4.10 剥离去胶，留下约瑟夫森结
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附录 A 附 录

附录 A 附 录

A.1 一维量子谐振子的能级和势能图片源码

一维量子谐振电路与一维量子谐振子类似。而后者地能级和波函数是量子

力学中较为基础的内容，使用代数法可以较轻松地得到其定态波函数为

𝜓𝑛(𝑥) = (
𝐶𝜔0
𝜋ℏ )

1/4 1
√2𝑛𝑛!

𝐻𝑛(𝜉)𝑒−𝜉2/2 (A.1)

式中，𝜔 = √
1

𝐿𝐶，𝜉 = 𝐶𝜔
ℏ 𝑥，𝐻𝑛为厄密多项式，图中用到的前五个为

𝐻0 = 1

𝐻1 = 2𝜉

𝐻2 = 4𝜉2 − 2

𝐻3 = 8𝜉3 − 12𝜉

𝐻4 = 16𝜉4 − 48𝜉2 + 12

(A.2)

实际代码中取自然单位制，即 ℏ = 1，并取 𝐿 = 𝐶 = 1。绘出图像为图 2.3。
1 # inc lude <math . h>
2 # inc lude ” p o t e n t i a l . hpp ”
3 double P o t e n t i a l E n e r g y ( double ∗x , double ∗ pa r ) / / 归一化势能函数
4 {
5 double f1 =0.125∗ x [ 0 ] ∗ x [ 0 ] ;
6 re turn f1 ;
7 }
8 double EnergyLeve l ( double ∗x , double ∗ pa r ) / / 能级虚线
9 {

10 double f =0.5+1∗ pa r [ 0 ] ;
11 re turn f ;
12 }
13 double Ps i_4 ( double ∗x , double ∗ pa r ) / / n=4时波函数
14 {
15 double x i =x [ 0 ] / 2 ;
16 double p s i =pow ( TMath : : P i ( ) , −0 . 25 ) ∗(16∗pow ( xi , 4 ) −48∗pow ( xi , 2 ) +12) ∗TMath : :

Exp( − x i ∗ x i / 2 . 0 ) / s q r t ( pow ( 2 , 4 ) ∗24) ;
17 re turn p s i ∗ p s i + 4 . 5 ;
18 }
19 double Ps i_3 ( double ∗x , double ∗ pa r ) / / n=3时波函数
20 {
21 double x i =x [ 0 ] / 2 ;
22 double p s i =pow ( TMath : : P i ( ) , −0 . 25 ) ∗(8∗pow ( xi , 3 ) −12∗ x i ) ∗TMath : : Exp( − x i ∗ x i

/ 2 . 0 ) / s q r t ( pow ( 2 , 3 ) ∗6) ;
23 re turn p s i ∗ p s i + 3 . 5 ;
24 }
25 double Ps i_2 ( double ∗x , double ∗ pa r ) / / n=2时波函数
26 {
27 double x i =x [ 0 ] / 2 ;
28 double p s i =pow ( TMath : : P i ( ) , −0 . 25 ) ∗(4∗pow ( xi , 2 ) −2)∗TMath : : Exp( − x i ∗ x i / 2 . 0 )

/ s q r t ( pow ( 2 , 2 ) ∗2) ;
29 re turn p s i ∗ p s i + 2 . 5 ;
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30 }
31 double Ps i_1 ( double ∗x , double ∗ pa r ) / / n=1时波函数
32 {
33 double x i =x [ 0 ] / 2 ;
34 double p s i =pow ( TMath : : P i ( ) , −0 . 25 ) ∗(2∗ x i ) ∗TMath : : Exp( − x i ∗ x i / 2 . 0 ) / s q r t ( 2 ) ;
35 re turn p s i ∗ p s i + 1 . 5 ;
36 }
37 double Ps i_0 ( double ∗x , double ∗ pa r ) / / n=0时波函数
38 {
39 double x i =x [ 0 ] / 2 ;
40 double p s i =pow ( TMath : : P i ( ) , −0 . 25 ) ∗TMath : : Exp( − x i ∗ x i / 2 . 0 ) ;
41 re turn p s i ∗ p s i + 0 . 5 ;
42 }
43 void p o t e n t i a l ( ) / / 主函数
44 {
45 C o l o r _ t c o l o r [ 5 ]={ kBlack , kOrange , kGreen , kYellow , kBlue } ;
46 i n t i =0 ;
47 TF1 ∗ f =new TF1 ( ” ” , P o t e n t i a l E n e r g y , −5∗ TMath : : P i ( ) ,5∗ TMath : : P i ( ) , 0 ) ;
48 f −>GetYaxis ( ) −> S e t T i t l e ( ” p o t e n t i a l ene rgy ” ) ;
49 f −>GetXaxis ( ) −> S e t T i t l e ( ” phase ” ) ;
50 f −>GetYaxis ( ) −>SetRangeUser ( 0 , 6 ) ;
51 f −> Se tL i n eCo l o r ( kRed ) ;
52 f −>Draw ( ) ; / / 绘制势能曲线
53 f o r ( i =0 ; i <5 ; i ++)
54 {
55 TF1 ∗e1=new TF1 ( ” ene rgy ” , EnergyLevel , −5∗ TMath : : P i ( ) ,5∗ TMath : : P i ( ) , 1 )

;
56 e1 −> S e t L i n e S t y l e ( 2 ) ;
57 e1 −> S e t P a r a m e t e r ( 0 , i ) ;
58 e1 −> Se tL i n eCo l o r ( c o l o r [ i ] ) ;
59 e1 −>Draw ( ” same ” ) ; / / 绘制能级虚线
60 }
61 f o r ( i =0 ; i <4 ; i ++)
62 {
63 TArrow ∗ arrow = new TArrow ( 0 . 0 , 0 . 5 5 + i , 0 . 0 , 1 . 4 5 + i , 0 . 0 2 , ”<>” ) ;
64 arrow −>Draw ( ) ;
65 }
66 TF1 ∗ p s i 4 =new TF1 ( ” ” , Ps i_4 , −5∗ TMath : : P i ( ) ,5∗ TMath : : P i ( ) , 0 ) ;
67 ps i4 −> Se t L i n eCo l o r ( kBlue ) ;
68 ps i4 −>Draw ( ” same ” ) ; / / 绘制n=4时波函数
69 TF1 ∗ p s i 3 =new TF1 ( ” ” , Ps i_3 , −5∗ TMath : : P i ( ) ,5∗ TMath : : P i ( ) , 0 ) ;
70 ps i3 −> Se t L i n eCo l o r ( kYellow ) ;
71 ps i3 −>Draw ( ” same ” ) ; / / 绘制n=3时波函数
72 TF1 ∗ p s i 2 =new TF1 ( ” ” , Ps i_2 , −5∗ TMath : : P i ( ) ,5∗ TMath : : P i ( ) , 0 ) ;
73 ps i2 −> Se t L i n eCo l o r ( kGreen ) ;
74 ps i2 −>Draw ( ” same ” ) ; / / 绘制n=2时波函数
75 TF1 ∗ p s i 1 =new TF1 ( ” ” , Ps i_1 , −5∗ TMath : : P i ( ) ,5∗ TMath : : P i ( ) , 0 ) ;
76 ps i1 −> Se t L i n eCo l o r ( kOrange ) ;
77 ps i1 −>Draw ( ” same ” ) ; / / 绘制n=1时波函数
78 TF1 ∗ p s i 0 =new TF1 ( ” ” , Ps i_0 , −5∗ TMath : : P i ( ) ,5∗ TMath : : P i ( ) , 0 ) ;
79 ps i0 −> Se t L i n eCo l o r ( kBlack ) ;
80 ps i0 −>Draw ( ” same ” ) ; / / 绘制n=0时波函数
81 TLegend ∗ l egend =new TLegend ( 0 . 7 , 0 . 7 , 0 . 9 , 0 . 9 , ” ” ) ;
82 legend −>AddEntry ( f , ” p o t e n t i a l ” ) ;
83 legend −>AddEntry ( ps i0 , ” s t a t e n=0” ) ;
84 legend −>AddEntry ( ps i1 , ” s t a t e n=1” ) ;
85 legend −>AddEntry ( ps i2 , ” s t a t e n=2” ) ;
86 legend −>AddEntry ( ps i3 , ” s t a t e n=3” ) ;
87 legend −>AddEntry ( ps i4 , ” s t a t e n=4” ) ;
88 legend −>Draw ( ” same ” ) ; / / 绘制图例
89 }
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A.2 CPB的能级和势能图片源码

引入约瑟夫森结替代线性电感后，量子电路的哈密顿量发生改变,由 2.61有

𝐻 = 4𝐸𝑐𝑛2 − 𝐸𝐽 𝑐𝑜𝑠(𝜙) (A.3)

使用解本征方程的形式求解能级，由于对易关系 [𝑛, 𝜙] = 𝑖，因此有 𝑛 = −𝑖 𝑑
𝑑𝜙，

作用在 𝑛的本征态上得到 𝑛|𝑛⟩ = −𝑖 𝑑
𝑑𝜙 |𝑛⟩ → |𝑛⟩ = 𝑒𝑖𝑛𝜙。哈密顿量的势能项也修

改为 𝑐𝑜𝑠(𝜙) = 1
2(𝑒𝑖𝜙 + 𝑒−𝑖𝜙) = 1

2(|𝑛 + 1⟩⟨𝑛| + |𝑛⟩⟨𝑛 + 1|),这样我们就得到粒子数表
象下的哈密顿量为

𝐻 = ∑𝑛
4𝐸𝑐𝑛2|𝑛⟩⟨𝑛| − 𝐸𝐽

2 (|𝑛 + 1⟩⟨𝑛| + |𝑛⟩⟨𝑛 + 1|) (A.4)

在本征基下可以表示为如下矩阵

𝐻 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

4𝐸𝑐 ⋅ 02 −𝐸𝐽
2

−𝐸𝐽
2 4𝐸𝑐 ⋅ 12 −𝐸𝐽

2
−𝐸𝐽

2 4𝐸𝑐 ⋅ 22 ⋱
⋱ ⋱ −𝐸𝐽

2
−𝐸𝐽

2 4𝐸𝑐 ⋅ 𝑛2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

以 𝑛 = 10作截断，将矩阵带入 mathematica求特征值数值解，得到的能级在
ROOT-CERN中绘制为图 3.5.
实际代码中取自然单位制，即 ℏ = 1，并取 𝐸𝐽 = 1，𝜆 = 𝐸𝐶

𝐸𝐽
= 1

50。

1 # inc lude ” p o t e n t i a l . hpp ”
2 # inc lude <math . h>
3 double P o t e n t i a l E n e r g y ( double ∗x , double ∗ pa r ) / / 归一化势能函数
4 {
5 double f1=−TMath : : Cos ( x [ 0 ] ) ;
6 re turn f1 ;
7 }
8 double EnergyLeve l ( double ∗x , double ∗ pa r ) / / 能级虚线
9 {

10 re turn pa r [ 0 ] ;
11 }
12 void p o t e n t i a l ( ) / / 主函数
13 {
14 char s t r [ 5 ] [ 1 0 ] = { ” s t a t e n=0” , ” s t a t e n=1” , ” s t a t e n=2” , ” s t a t e n=3” , ” s t a t e

n=4” } ;
15 C o l o r _ t c o l o r [ 5 ]={ kBlue , kYellow , kGreen , kOrange , kBlack } ;
16 i n t i =0 ;
17 double pa r a [5 ]={ −0 .79011 , −0 .460522 , −0 .13914 ,0 . 166215 ,0 . 452111} ; / / 数据来

自Mathemat ica计算结果
18 TF1 ∗ f =new TF1 ( ” ” , P o t e n t i a l E n e r g y , − TMath : : P i ( ) , TMath : : P i ( ) , 0 ) ;
19 f −>GetYaxis ( ) −> S e t T i t l e ( ” p o t e n t i a l ene rgy ” ) ;
20 f −>GetXaxis ( ) −> S e t T i t l e ( ” phase ” ) ;
21 f −>GetYaxis ( ) −>SetRangeUser ( −1 ,1 ) ;
22 f −>Draw ( ) ; / / 绘制势能曲线
23 TLegend ∗ l egend = new TLegend ( . 7 , . 7 , . 9 , . 9 , ” ” ) ;
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24 legend −>AddEntry ( f , ” p o t e n t i a l ” ) ;
25 f o r ( i =0 ; i <5 ; i ++)
26 {
27 TF1 ∗e=new TF1 ( ” ” , EnergyLevel , − TMath : : P i ( ) , TMath : : P i ( ) , 1 ) ;
28 e−> S e t P a r a m e t e r ( 0 , p a r a [ i ] ) ;
29 e−> Se tL i n eCo l o r ( c o l o r [4 − i ] ) ;
30 e−> S e t L i n e S t y l e ( 2 ) ;
31 legend −>AddEntry ( e , s t r [ i ] ) ;
32 e−>Draw ( ” same ” ) ; / / 绘制能级虚线
33 }
34 legend −>Draw ( ” same ” ) ; / / 绘制图例
35 double ar row1 =0 , ar row2 =0;
36 f o r ( i =0 ; i <4 ; i ++)
37 {
38 TArrow ∗ arrow = new TArrow ( 0 . 0 , p a r a [ i ] + 0 . 0 1 , 0 . 0 , p a r a [ i +1 ] −0 . 01 , 0 . 02 ,

”<>” ) ;
39 arrow −>Draw ( ) ;
40 }
41 }

A.3 Transmon的电荷噪声抑制图片源码
1 syms ec ng ;
2 m = [ ec ∗(0 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
3 −0 .5 , ec ∗(1 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
4 0 , −0 .5 , ec ∗(2 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
5 0 , 0 , −0 . 5 , ec ∗(3 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
6 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ec ∗(4 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
7 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ec ∗(5 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 ;
8 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ( 6 − ng ) ^2∗ ec , − 0 . 5 , 0 , 0 ;
9 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ( 7 − ng ) ^2∗ ec , − 0 . 5 , 0 ;

10 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ( 8 − ng ) ^2∗ ec , − 0 . 5 ;
11 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ( 9 − ng ) ^2∗ ec ] ;
12 m1= subs (m, ’ ec ’ , 2 ) ;
13 f o r i =1:400
14 m2= subs (m1 , ’ ng ’ , −2+0.01∗ i ) ;
15 a= e i g (m2) ;
16 a1= s o r t ( a ) ;
17 p l o t ( −2+0.01∗ i , a1 ( 1 ) , ’ . ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 , ’ Co lo r ’ , ’ r ’ )
18 ho ld on
19 p l o t ( −2+0.01∗ i , a1 ( 2 ) , ’ . ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 , ’ Co lo r ’ , ’ g ’ )
20 ho ld on
21 p l o t ( −2+0.01∗ i , a1 ( 3 ) , ’ . ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 , ’ Co lo r ’ , ’ b ’ )
22 ho ld on
23 end
24 c l e a r
25
26 syms ec ng ;
27 m = [ ec ∗(0 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
28 −0 .5 , ec ∗(1 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
29 0 , −0 .5 , ec ∗(2 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
30 0 , 0 , −0 . 5 , ec ∗(3 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
31 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ec ∗(4 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
32 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ec ∗(5 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 ;
33 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ( 6 − ng ) ^2∗ ec , − 0 . 5 , 0 , 0 ;
34 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ( 7 − ng ) ^2∗ ec , − 0 . 5 , 0 ;
35 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ( 8 − ng ) ^2∗ ec , − 0 . 5 ;
36 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ( 9 − ng ) ^2∗ ec ] ;
37 m1= subs (m, ’ ec ’ , 0 . 2 ) ;
38 f o r i =1:400
39 m2= subs (m1 , ’ ng ’ , −2+0.01∗ i ) ;
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40 a= e i g (m2) ;
41 a1= s o r t ( a ) ;
42 p l o t ( −2+0.01∗ i , a1 ( 1 ) , ’ . ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 , ’ Co lo r ’ , ’ r ’ )
43 ho ld on
44 p l o t ( −2+0.01∗ i , a1 ( 2 ) , ’ . ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 , ’ Co lo r ’ , ’ g ’ )
45 ho ld on
46 p l o t ( −2+0.01∗ i , a1 ( 3 ) , ’ . ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 , ’ Co lo r ’ , ’ b ’ )
47 ho ld on
48 end
49 c l e a r
50
51 syms ec ng ;
52 m = [ ec ∗(0 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
53 −0 .5 , ec ∗(1 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
54 0 , −0 .5 , ec ∗(2 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
55 0 , 0 , −0 . 5 , ec ∗(3 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
56 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ec ∗(4 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
57 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ec ∗(5 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 ;
58 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ( 6 − ng ) ^2∗ ec , − 0 . 5 , 0 , 0 ;
59 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ( 7 − ng ) ^2∗ ec , − 0 . 5 , 0 ;
60 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ( 8 − ng ) ^2∗ ec , − 0 . 5 ;
61 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ( 9 − ng ) ^2∗ ec ] ;
62 m1= subs (m, ’ ec ’ , 0 . 0 2 ) ;
63 f o r i =1:400
64 m2= subs (m1 , ’ ng ’ , −2+0.01∗ i ) ;
65 a= e i g (m2) ;
66 a1= s o r t ( a ) ;
67 p l o t ( −2+0.01∗ i , a1 ( 1 ) , ’ . ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 , ’ Co lo r ’ , ’ r ’ )
68 ho ld on
69 p l o t ( −2+0.01∗ i , a1 ( 2 ) , ’ . ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 , ’ Co lo r ’ , ’ g ’ )
70 ho ld on
71 p l o t ( −2+0.01∗ i , a1 ( 3 ) , ’ . ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 , ’ Co lo r ’ , ’ b ’ )
72 ho ld on
73 end
74 c l e a r
75
76 syms ec ng ;
77 m = [ ec ∗(0 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
78 −0 .5 , ec ∗(1 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
79 0 , −0 .5 , ec ∗(2 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
80 0 , 0 , −0 . 5 , ec ∗(3 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
81 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ec ∗(4 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
82 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ec ∗(5 − ng ) ^ 2 , − 0 . 5 , 0 , 0 , 0 ;
83 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ( 6 − ng ) ^2∗ ec , − 0 . 5 , 0 , 0 ;
84 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ( 7 − ng ) ^2∗ ec , − 0 . 5 , 0 ;
85 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ( 8 − ng ) ^2∗ ec , − 0 . 5 ;
86 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , −0 . 5 , ( 9 − ng ) ^2∗ ec ] ;
87 m1= subs (m, ’ ec ’ , 0 . 0 0 2 ) ;
88 f o r i =1:400
89 m2= subs (m1 , ’ ng ’ , −2+0.01∗ i ) ;
90 a= e i g (m2) ;
91 a1= s o r t ( a ) ;
92 p l o t ( −2+0.01∗ i , a1 ( 1 ) , ’ . ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 , ’ Co lo r ’ , ’ r ’ )
93 ho ld on
94 p l o t ( −2+0.01∗ i , a1 ( 2 ) , ’ . ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 , ’ Co lo r ’ , ’ g ’ )
95 ho ld on
96 p l o t ( −2+0.01∗ i , a1 ( 3 ) , ’ . ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 , ’ Co lo r ’ , ’ b ’ )
97 ho ld on
98 end
99 c l e a r
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